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１　引言
　　布尔函数在密码学中有着重要的应用，而作为非
线性度最高的布尔Ｂｅｎｔ函数在密码学领域也有着诸多
研究与应用［１～３］．

随着布尔函数的研究深入，布尔函数的推广形式

也随之而来．从Ｚｎ２→Ｚｑ的这一类函数称为广义布尔函
数，此推广由Ｓｃｈｍｉｄｔ率先提出．文中 Ｓｃｈｍｉｄｔ对广义布
尔函数ｆ：Ｚｎ２→Ｚｑ，当ｑ＝４时进行研究，给出三类构造方
法［４］．近年来，广义布尔函数成为许多学者研究的热
点，例如，满足平衡性、非线性等优良密码学性质的广义

布尔函数构造，之后，关于广义 Ｂｅｎｔ函数的性质、构造
等问题也是重要研究方向，取得较为丰硕的研究成

果［５～９］．Ｓｏｌé和Ｔｏｋａｒｅｖａ等同样在 ｑ＝４时进行研究，得
到一类 Ｂｅｎｔ函数与广义 Ｂｅｎｔ函数之间的关系［１０］．
ＰａｎｔｅｌｉｍｏｎＳｔǎｎｉｃǎ等则利用相关函数以及广义 Ｗａｌｓｈ
Ｈａｄａｍａｒｄ变换等理论对Ｓｏｌé等人的部分研究成果进行
了丰富，并对ｑ＝８时的广义布尔函数 ｆ进行研究，得到
其广义 ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换之间的关系，并给出三类
广义Ｂｅｎｔ函数的构造方法，其本质是布尔 Ｂｅｎｔ函数构
造方法的推广［１１］．布尔函数的相关函数理论对于布尔
函数的性质刻画具有重要的作用，但 ＰａｎｔｅｌｉｍｏｎＳｔǎｎｉｃǎ
等在文中未对当ｑ＝８时这类广义布尔函数的相关性进
行说明，那么，此时广义布尔函数的相关函数是否也满

足一定关系，对此进行分析研究．
本文在Ｓｔǎｎｉｃǎ等人研究基础上，利用相关函数的



第　１２　期 杨志耀：一类广义布尔函数的相关函数分析

有关理论得到定义在Ｚｎ２→Ｚ８上的这类广义布尔函数的
互相关函数以及自相关函数关系．其次，利用所得自相
关函数结论对一类广义Ｂｅｎｔ函数与Ｂｅｎｔ函数之间关系
进行证明，并给出其平方和指标关系．最后，对文章的研
究进行总结与展望．所得结果，对于利用相关函数研究
广义布尔函数ｆ：Ｚｎ２→Ｚ８提供一定的理论支持．

２　符号说明与相关定义

２１　符号说明
整数集、实数集和复数集分别用Ｚ、Ｒ和 Ｃ表示，模

ｑ的剩余类环表示为Ｚｑ．Ｚ２上ｎ维向量空间用Ｚ
ｎ
２表示，

＋为Ｚ、Ｒ和Ｃ上数的加法运算和模 ｑ的加法运算，
为Ｚｎ２上向量的加法运算和Ｚ２上加法运算．

设ｎ维空间向量
ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），
ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），

有

ｘ·ｙ＝ｘ１ｙ１ｘ２ｙ２…ｘｎｙｎ．

设复数 ｚ＝ａ＋ｂｉ，ｚ＝ ａ２＋ｂ槡
２，ｚ的共轭复数记

为珋ｚ＝ａ－ｂｉ，其中ａ，ｂ∈Ｒ，ｉ２＝－１
设从Ｚｎ２→Ｚ２的函数ｆ称为布尔函数，记Ｂｎ为Ｚ

ｎ
２→

Ｚ２的全体函数，则ｆ∈Ｂｎ．从 Ｚ
ｎ
２→Ｚｑ的函数 ｆ称为广义

布尔函数，记ｇＢｑｎ为Ｚ
ｎ
２→Ｚｑ的全体函数，则 ｆ∈ｇＢ

ｑ
ｎ，其

中ｑ２，ｑ∈Ｚ．
２２　相关定义

定义１　设 ｆ∈Ｂｎ，那么函数 ｆ在任意点 ｕ∈Ｚ
ｎ
２的

ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换为

Ｗｆ（ｕ）＝２
－ｎ／２∑

ｘ∈Ｚｎ２

（－１）ｆ（ｘ）（－１）ｕ·ｘ．

定义２　设ｆ，ｇ∈Ｂｎ，那么函数ｆ与ｇ在任意点ｕ∈
Ｚｎ２的互相关函数为

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２
（－１）ｆ（ｘ）ｇ（ｘｕ），

函数ｆ在任意点ｕ∈Ｚｎ２的自相关函数为Ｃｆ，ｆ（ｕ），记
为Ｃｆ（ｕ）．

定义３［１１］设ｆ∈ｇＢｑｎ，ζ＝ｅ
２πｉ／ｑ，那么函数 ｆ在任意点

ｕ∈Ｚｎ２的（广义）ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换为复值函数，有

Ｈｆ（ｕ）＝２
－ｎ／２∑

ｘ∈Ｚｎ２

ζｆ（ｘ）（－１）
ｕ·ｘ
．

定义４［１２］设ｆ，ｇ∈ｇＢｑｎ，那么函数 ｆ与 ｇ在任意点 ｕ
∈Ｚｎ２的互相关函数为

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２
ζｆ（ｘ）－ｇ（ｘｕ），

函数ｆ在任意点ｕ∈Ｚｎ２的自相关函数为Ｃｆ，ｆ（ｕ），记
为Ｃｆ（ｕ）．特别的，当ｑ＝８时，记

ζ＝槡２２（１＋ｉ）．

定义５［１３］设 ｆ∈ｇＢｑｎ，那么函数 ｆ的广义平方和指
标为

σｆ＝∑
ｕ∈Ｚｎ２

Ｃｆ（ｕ）
２


关于广义布尔函数和Ｂｅｎｔ有着丰富的理论研究成
果，为方便起见，总结如下，具体可参见［１４～１７］．

命题１　下列结果成立
（１）若函数ｆ，ｇ∈ｇＢｑｎ，则有

ζｆ（ｘ）＝２－ｎ／２∑
ｕ∈Ｚｎ２

Ｈｆ（ｕ）（－１）
ｕ·ｘ．

（２）若函数ｆ，ｇ∈ｇＢｑｎ，则有

∑
ｕ∈Ｚｎ２

Ｃｆ，ｇ（ｕ）（－１）
ｕ·ｘ ＝２ｎＨｆ（ｘ）Ｈｇ（ｘ），

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

Ｈｆ（ｘ）Ｈｇ（ｘ）（－１）
ｕ·ｘ，

这里对任意 ｕ∈Ｚｎ２，有 Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝Ｃｇ，ｆ（ｕ），因此
Ｃｆ（ｕ）是实值函数．

（３）特别的，当ｆ＝ｇ时，有

Ｃｆ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

Ｈｆ（ｘ）
２（－１）ｕ·ｘ．

（４）若函数ｆ为广义Ｂｅｎｔ函数，当且仅当

Ｃｆ（ｕ）＝
０， ｉｆｕ≠０，
２ｎ， ｉｆｕ{ ＝０

３　主要结果

　　定理 １　设函数 ｆ和 ｇ为 Ｚｎ２→Ｚ８上广义布尔函
数，有

ｆ（ｘ）＝ａ１（ｘ）＋ｂ１（ｘ）２＋ｃ１（ｘ）２
２，

ｇ（ｘ）＝ａ２（ｘ）＋ｂ２（ｘ）２＋ｃ２（ｘ）２
２，

这里ａｉ，ｂｉ，ｃｉ（ｉ＝１，２）为Ｚ
ｎ
２→Ｚ２上布尔函数，那么

函数ｆ和ｇ在ｕ∈Ｚｎ２上的互相关函数为

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝
１
４＋
槡２( )８ ［Ｃｃ１，ｃ２（ｕ）＋Ｃｂ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）

＋ｉ（Ｃｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ））］

＋ １
４－
槡２( )８ ［Ｃａ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）

＋ｉ（Ｃａ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ））］

＋槡２８［Ｃｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃａ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）

－Ｃｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）
＋ｉ（Ｃｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）
－Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ））］．

同时，设ｆ为Ｚｎ２→Ｚ８上广义布尔函数，有
ｆ（ｘ）＝ａ（ｘ）＋ｂ（ｘ）２＋ｃ（ｘ）２２，

这里ａ，ｂ，ｃ为Ｚｎ２→Ｚ２上布尔函数，那么函数ｆ在ｕ
∈Ｚｎ２上的自相关函数为

Ｃｆ（ｕ）＝
１
４＋
槡２( )８ （Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｂ＋ｃ（ｕ））

７５５２
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＋ １
４－
槡２( )８ （Ｃａ＋ｃ（ｕ）＋Ｃａ＋ｂ＋ｃ（ｕ））

＋槡２４（Ｃａ＋ｃ，ｂ＋ｃ（ｕ）－Ｃｃ，ａ＋ｂ＋ｃ（ｕ））．

证明　由定义４

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

ζｆ（ｘ）－ｇ（ｘｕ）．

当ｑ＝８时，ζ＝槡２２（１＋ｉ），应用公式

　　　ζａ－ｂ＝１＋（－１）
ａ＋ｂ

２

＋槡２２
１－（－１）ａ＋ｂ

２ ＋（－１）
ｂ－（－１）ａ

２( )ｉ，
这里ａ，ｂ∈｛０，１｝，可得

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

ζｆ（ｘ）－ｇ（ｘｕ）

＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

ζａ１（ｘ）－ａ２（ｘｕ）（ｉ）ｂ１（ｘ）－ｂ２（ｘｕ）（－１）ｃ１（ｘ）ｃ２（ｘｕ）

＝∑
ｘ∈Ｚｎ

[
２

１＋（－１）ａ１（ｘ）＋ａ２（ｘｕ）

２

　 ＋槡２２ (· １－（－１）ａ１（ｘ）＋ａ２（ｘｕ）

２

　＋（－１）
ａ２（ｘｕ）－（－１）ａ１（ｘ）

２ ) ]ｉ

　·（ｉ）ｂ１（ｘ）－ｂ２（ｘｕ）（－１）ｃ１（ｘ）ｃ２（ｘｕ）．
为方便起见，以下推导过程用 ａ１（ｘ）＝ａ１，ａ２（ｘｕ）＝
ａ２，替代（ｂ，ｃ类似），有

Ｃｆ，ｇ（ｕ）＝∑
ｘ∈Ｚｎ２

１
２（ｉ）

ｂ１－ｂ２（－１）ｃ１ｃ[ ２

＋１２（ｉ）
ｂ１－ｂ２（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２

＋槡２４（ｉ）
ｂ１－ｂ２（－１）ｃ１ｃ２

－槡２４（ｉ）
ｂ１－ｂ２（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２

＋槡２ｉ４（ｉ）
ｂ１－ｂ２（－１）ｃ１ｃ２＋ａ２

－槡２ｉ４（ｉ）
ｂ１－ｂ２（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２，

应用公式

ｉａ－ｂ＝１＋（－１）
ａ＋ｂ

２ ＋（－１）
ｂ－（－１）ａ

２ ｉ，

这里ａ，ｂ∈｛０，１｝，可得
Ｃｆ，ｇ（ｕ）

＝１２∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ｃ１ｃ２

　＋１２∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２

　＋槡２４∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ｃ１ｃ２

　－槡２４∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２

　＋槡２ｉ４∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ｃ１ｃ２＋ａ２

　－槡２ｉ４∑ｘ∈Ｚｎ２
１＋（－１）ｂ１＋ｂ２

２ ＋（－１）
ｂ２－（－１）ｂ１
２[ ]ｉ（－１）ａ１＋ｃ１ｃ２

＝１２∑ｘ∈Ｚｎ２
１
２·（－１）

ｃ１ｃ２＋１２·（－１）
ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ｂ[ ２

　＋ｉ２（－１）
ｃ１ｃ２＋ｂ２－ｉ２（－１）

ｂ１＋ｃ１ｃ]２
　＋１２∑ｘ∈Ｚｎ２

１
２·（－１）

ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋１２·（－１）
ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ[ ２

　＋ｉ２（－１）
ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ２－ｉ２（－１）

ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ]２

　＋槡２４∑ｘ∈Ｚｎ２
１
２·（－１）

ｃ１ｃ２＋１２·（－１）
ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ｂ[ ２

　＋ｉ２（－１）
ｃ１ｃ２＋ｂ２－ｉ２（－１）

ｂ１＋ｃ１ｃ]２

　－槡２４∑ｘ∈Ｚｎ２
１
２·（－１）

ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋１２·（－１）
ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ[ ２

　＋ｉ２（－１）
ａ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ２－ｉ２（－１）

ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ]２

　＋槡２ｉ４∑ｘ∈Ｚｎ２
１
２·（－１）

ｃ１ｃ２＋ａ２＋１２·（－１）
ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ[ ２

　＋ｉ２（－１）
ｃ１ｃ２＋ａ２＋ｂ２－ｉ２（－１）

ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ａ]２

　－槡２ｉ４∑ｘ∈Ｚｎ２
１
２·（－１）

ａ１＋ｃ１ｃ２＋１２·（－１）
ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ２＋ｂ[ ２

　 ＋ｉ２（－１）
ａ１＋ｃ１ｃ２＋ｂ２ －ｉ２（－１）

ａ１＋ｂ１＋ｃ１ｃ]２
＝１４Ｃｃ１，ｃ２（ｕ）＋

１
４Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）＋

ｉ
４Ｃｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）

　－ｉ４Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）＋
１
４Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）

　＋１４Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）＋
ｉ
４Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）

　－ｉ４Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）＋
槡２
８Ｃｃ１，ｃ２（ｕ）

　＋槡２８Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）＋
槡２ｉ
８Ｃｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）

　－槡２ｉ８Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）－
槡２
８Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）

　－槡２８Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）－
槡２ｉ
８Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）

　＋槡２ｉ８Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）＋
槡２ｉ
８Ｃｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）

８５５２
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　＋槡２ｉ８Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）－
槡２
８Ｃｃ１，ｃ２＋ａ２＋ｂ２（ｕ）

　＋槡２８Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２＋ａ２（ｕ）－
槡２ｉ
８Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）

　－槡２ｉ８Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）＋
槡２
８Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２＋ｂ２（ｕ）

　－槡２８Ｃｂ１＋ａ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）

＝ １
４＋
槡２( )８ ［Ｃｃ１，ｃ２（ｕ）＋Ｃｂ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）

　＋ｉ（Ｃｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ））］

　＋ １
４－
槡２( )８ ［Ｃａ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）

　＋ｉ（Ｃａ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ））］

　＋槡２８［Ｃｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃａ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ）

　－Ｃｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）
　＋ｉ（Ｃｃ１，ａ２＋ｃ２（ｕ）＋Ｃｂ１＋ｃ１，ａ２＋ｂ２＋ｃ２（ｕ）
　－Ｃａ１＋ｃ１，ｃ２（ｕ）－Ｃａ１＋ｂ１＋ｃ１，ｂ２＋ｃ２（ｕ））］．

当ｆ＝ｇ时，可得函数ｆ的自相关函数为

　　Ｃｆ（ｕ）＝
１
４＋
槡２( )８ （Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｂ＋ｃ（ｕ））

＋ １
４－
槡２( )８ （Ｃａ＋ｃ（ｕ）＋Ｃａ＋ｂ＋ｃ（ｕ））

＋槡２４（Ｃａ＋ｃ，ｂ＋ｃ（ｕ）－Ｃｃ，ａ＋ｂ＋ｃ（ｕ））．

通过上述自相关函数关系，这里给出函数ｆ为广义
布尔Ｂｅｎｔ函数的两个充分条件：当ｎ为偶数时，对任意
的ｕ∈Ｚｎ２

条件１：若函数ｃ，ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ，ａ＋ｂ＋ｃ为布尔 Ｂｅｎｔ
函数，且Ｃｂ＋ｃ，ａ＋ｃ（ｕ）＝Ｃｃ，ａ＋ｂ＋ｃ（ｕ），那么函数ｆ为广义布
尔Ｂｅｎｔ函数；

条件２：若函数ｃ，ｂ＋ｃ为布尔Ｂｅｎｔ函数且ａ＝ｂ，那
么函数ｆ为广义布尔Ｂｅｎｔ函数．

设ｎ＝２ｋ，构造Ｆ２ｋ和Ｆ
ｋ
２间的一个同构，并将置换多

项式ｍＦ表示为从 Ｆ
ｋ
２→Ｆ

ｋ
２的映射，对任意的 ｘ，ｙ∈Ｆ

ｋ
２，

定义

ａ（ｘ，ｙ）＝ｂ（ｘ，ｙ）＝ｘ·ｙ，
ｃ（ｘ，ｙ）＝ｍＦ（ｘ）·ｙ，

这里满足充分条件２，置换多项式 ｍＦ是与 Ｍａｉｏｒａ
ｎａＭｃＦａｒｌａｎｄ类布尔Ｂｅｎｔ函数ｃ，ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ，ａ＋ｂ＋ｃ存
在关联的完全映射多项式．即对任意ｕ，ｖ∈Ｆｋ２，有

Ｃａ＋ｃ（ｕ，ｖ）＝Ｃｂ＋ｃ（ｕ，ｖ），Ｃａ＋ｃ（ｕ，ｖ）＝０
Ｃｃ（ｕ，ｖ）＝Ｃａ＋ｂ＋ｃ（ｕ，ｖ），Ｃｃ，ａ＋ｂ＋ｃ（ｕ，ｖ）＝０
具体可参见文献［１１］中例２１
同时，对于广义布尔函数 ｆ∈ｇＢ８ｎ的自相关函数关

系进行研究得到以下结果，当ａ（ｘ）＝０时，有

　　Ｃｆ（ｕ）＝
１
４＋
槡２( )８ （Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｂ＋ｃ（ｕ））

＋ １
４－
槡２( )８ （Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｂ＋ｃ（ｕ））

＋槡２４（Ｃｃ，ｂ＋ｃ（ｕ）－Ｃｃ，ｂ＋ｃ（ｕ）），

即

Ｃｆ（ｕ）＝
１
２（Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｂ＋ｃ（ｕ））．

利用上述自相关函数关系，可得以下结论．
定理２　若ｎ是任意正偶数，设ｆ为Ｚｎ２→Ｚ８上广义

布尔函数，ａ，ｂ，ｃ为 Ｚｎ２→Ｚ２上的布尔函数，当 ａ（ｘ）＝０
时，对任意的ｘ∈Ｚｎ２，ｕ∈Ｚ

ｎ
２，有

ｆ（ｘ）＝ｂ（ｘ）２＋ｃ（ｘ）２２，
则下列结果等价

（１）广义布尔函数是ｆ广义Ｂｅｎｔ函数；
（２）两个 ｎ变元的布尔函数 ｃ和 ｂ＋ｃ都是 Ｂｅｎｔ

函数．
证明　设ｆ为Ｚｎ２→Ｚ８上广义布尔函数，若ｆ是广义

Ｂｅｎｔ函数，由命题１（４）

Ｃｆ（ｕ）＝
０， ｉｆｕ≠０，
２ｎ， ｉｆｕ{ ＝０

当ｕ≠０时，得函数ｃ与ｂ＋ｃ的自相关函数关系
１
２（Ｃｃ（ｕ）＋Ｃｃ＋ｂ（ｕ））＝０，

所以，ｃ与 ｃ＋ｂ是 Ｂｅｎｔ函数．反之，若 ｃ与 ｃ＋ｂ都是
Ｂｅｎｔ函数，则ｆ是广义Ｂｅｎｔ函数，结论得证．

同时，平方和指标的研究在布尔函数中也是较为

重要的．因此，通过广义布尔函数自相关函数与平方和
指标间的相互关系，可以得到下面结论．

定理３　设函数ｆ为Ｚｎ２→Ｚ８上广义布尔函数，ａ，ｂ，
ｃ为Ｚｎ２→Ｚ２上的布尔函数，当 ａ（ｘ）＝０时，对任意的 ｘ
∈Ｚｎ２，ｕ∈Ｚ

ｎ
２，有

ｆ（ｘ）＝ｂ（ｘ）２＋ｃ（ｘ）２２，
则函数ｆ的平方和指标为

σｆ＝
１
４σｃ（ｕ）＋

１
４σｃ＋ｂ（ｕ）＋

１
２∑ｕ∈Ｚｎ２

Ｃｂ（ｕ）Ｃｃ＋ｂ（ｕ）．

推论１　 若函数 ｃ与 ｃ＋ｂ都为布尔 Ｂｅｎｔ函数，那
么ｆ是广义Ｂｅｎｔ函数．

证明　由定义５

σｆ＝∑
ｕ∈Ｚｎ２

Ｃｆ（ｕ）
２，

则

σｆ＝
１
４σｃ（ｕ）＋

１
４σｃ＋ｂ（ｕ）＋

１
２∑ｕ∈Ｚｎ２

Ｃｂ（ｕ）Ｃｃ＋ｂ（ｕ）．

９５５２
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当ｃ与ｃ＋ｂ为布尔Ｂｅｎｔ函数时，其平方和指标为
σｃ（ｕ）＝σｃ＋ｂ（ｕ）＝２

２ｎ，

所以

σｆ＝２
２ｎ，

因此，函数ｆ是广义Ｂｅｎｔ函数，结论得证．

４　结论
　　本文利用广义 ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换、相关函数以
及平方和指标的相关定义，得到一类在 Ｚｎ２→Ｚ８上的广
义布尔函数的互相关函数和自相关函数关系．利用所
得结论，证明一类广义 Ｂｅｎｔ函数与 Ｂｅｎｔ函数之间的关
系及其平方和指标关系．所得结论对利用相关函数研
究Ｚｎ２→Ｚ８上广义布尔函数起到一定的作用．与此同时，
广义布尔函数ｆ在 Ｚｎ２→Ｚｑ上的更多性质仍有待研究，
布尔函数的特殊构造也是当前学者研究的热点，例如

具有优良的密码学性质的布尔函数构造、Ｂｅｎｔ函数的
构造等具有非常重要的研究意义．

参考文献

［１］ＣＵＳＩＣＫＴＷ，ＳＴＡＮＩＣＡＰ．ＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃＢｏｏｌｅａｎＦｕｎｃ
ｔｉｏｎｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．ＵＳＡ：ＥｌｓｅｖｉｅｒＡｃａｄｅｍｉｃ
Ｐｒｅｓｓ，２００９８６－１００．

［２］ＣｈｅｎＬ，ＬｉｕＪ．ＯｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆＳＢｏｘｅｓａｎｄｔｈｅｉｒｒｅｌａｔｅｄ
ｂｉｎａｒｙｃｏｄｅｓ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２０１６，２５
（１）：１６７－１７３．

［３］ＳＣＨＭＩＤＴＫ．Ｑｕａｔｅｒｎａｒｙｃｏｎｓｔａｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｏｄｅｓｆｏｒ
ｍｕｌｔｉｃｏｄｅＣＤＭＡ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ，２００９，５５（４）：１８２４－１８３２．

［４］ＳＣＨＭＩＤＴＫ．Ｚ４ｖａｌｕｅｄｑｕａｄｒａｔｉｃｆｏｒｍｓａｎｄｑｕａｔｅｒｎａｒｙｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｆａｍｉｌｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ２００９，５５（１２）：５８０３－５８１０．

［５］张卫国，肖国镇．具有偶数个变元的高非线性度平衡布尔
函数的构造［Ｊ］．电子学报，２０１１，３９（０３）：７２７－７２８．
ＺＨＡＮＧＷＧ，ＸＩＡＯＧＺ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｈｉｇｈｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｂａｌａｎｃｅｄｂｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｅｖｅｎｎｕｍｂｅｒｏｆＡｒｇｕｍｅｎｔｓ
［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１１，３９（０３）：７２７－７２８．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

［６］杨小龙，胡红钢．Ｂｅｎｔ函数的构造方法研究［Ｊ］．密码学
报，２０１５，２（５）：４０４－４３８．
ＹＡＮＧＸＬ，ＨＵＨＧ．ＡｓｕｒｖｅｙｏｆｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｏｎＢｅｎｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｒｙｐｔｏｌｏｇｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１５，２
（５）：４０４－４３８．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［７］ＴＯＫＡＲＥＶＡＮＮ．ＧｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓｏｆＢｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓＡｓｕｒ
ｖｅｒ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄａｎｄＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０１１，５（１）：１１０－１２９．

［８］ＳＴＡＮＩＣＡＰ，ＧＡＮＧＯＰＡＤＨＹＡＹＳ，ＳＩＮＧＨＢＫ．Ｓｏｍｅ
ｒｅｓｕｌｔｓｃｏｎｃｅｒｎｉｎｇｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ＥＢ／ＯＬ］．ｈｔ
ｔｐ：／／ｅｐｒｉｎｔ．ｉａｃｒ．ｏｒｇ／２０１１／２９０，２０１９０３０２．

［９］ＺｈｕｏＺＰ，ＣｈｏｎｇＪＦ，ＷｅｉＳＭ．Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｃｈｉｎｅｓｅ
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２０１５，２４（１）：１６６－１６９．

［１０］ＳＯＬＥＰ，ＴＯＫＡＲＥＶＡＮ．Ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｑｕａｔｅｒｎａｒｙ
ａｎｄｂｉｎａｒｙＢｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ＥＢ／ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｅｐｒｉｎｔ．ｉｃａｒ．
ｏｒｇ／２００９／５４４，２０１９０３０４．

［１１］ＳＴＡＮＩＣＡＰ，ＭＡＲＴＩＮＳＥＮＴ，ＧＡＮＧＯＰＡＤＨＹＡＹＳ，ｅｔ
ａｌ．ＢｅｎｔａｎｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｅｎｔＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｄｅ
ｓｉｇｎｓＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１３，６９（１）：７７－９４．

［１２］ＺｈｕｏＺＰ．Ｏｎｃｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｂｏｏｌｅａｎｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
２０１１，８８（１０）：２０３５－２０１４．

［１３］ＺｈｏｕＹ．ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｏｆａｂａｌａｎｃｅｄＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｗｉｔｈｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍ ｏｆｔｈｅｓｕｍｏｆｓｑｕａｒｅｉｎｄｉｃａｔｏｒ［Ｊ］．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｒｙｐｔｏｌｏｇｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ，２０１５，２（１）：１７－２６．

［１４］ＺｈａｎｇＦＲ，ＸｉａＳＸ，ＳＴＡＮＩＣＡＰ，ＺｈｏｕＹ．Ｆｕｒｔｈｅｒｒｅｓｕｌｔｓ
ｏｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｂｅｎｔＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＳｃｉｅｎｃｅＣｈｉｎａＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１６，５９（５）：１
－３．

［１５］ＺｈａｎｇＦＲ，ＰＡＳＡＬＩＣＥ，ＷｅｉＹＺ．ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＢｅｎｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｕｔｓｉｄｅｔｈｅＭａｉｏｒａｎａＭｃＦａｒｌａｎｄｃｌａｓｓｕｓｉｎｇａ
ｇｅｎｅｒａｌｆｏｒｍｏｆｒｏｔｈａｕｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒ
ｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１７，６３（８）：５３３６－５３４９．

［１６］ＳＩＮＧＨＢＫ．ＳｅｃｏｎｄａｒｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＢｅｎｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ＥＢ／ＯＬ］．Ａｖａｉｌａｂｌｅａｔｈｔｔｐ：／／ｅｐｒｉｎｔ．ｉｃａｒ．ｏｒｇ／
２０１２／０１７，２０１９０３０９．

［１７］ＺｈａｎｇＦＲ，ＰＡＳＡＬＩＣＥ，ＷｅｉＹＺ．Ｌａｒｇｅｓｅｔｓｏｆｄｉｓｊｏｉｎｔ
ｓｐｅｃｔｒａｐｌａｔｅａｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｐａｒｔｉａｌｌｙｌｉｎｅａｒ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，
２０１８，６４（４）：２９８７－２９９９．

作者简介

杨志耀　男，１９９５年 ６月出生，安徽淮南
人．现为淮北师范大学数学科学学院硕士生，研
究方向为密码学、信息安全．
Ｅｍａｉｌ：１７８２８８４９３３＠ｑｑ．ｃｏｍ

卓泽朋（通信作者）　男，１９７８年 １０月出
生，安徽灵璧人．现为淮北师范大学教授．研究领
域为密码学、信息安全．
Ｅｍａｉｌ：ｚｚｐ７８１０２１＠ｓｏｈｕ．ｃｏｍ

崇金凤　女，１９７９年１０月出生，安徽天长人，现为淮北师范大学
副教授，研究方向为密码学、信息安全．

０６５２


